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Von (kognitiven) autonomen Fahrzeugen geplante Fahrtrajektorien können in statischen
Umgebungen durch Kollisionsabfragen mit den zu umfahrenden Hindernissen abgesichert
werden. In den meisten Straßenverkehrsszenarien genügt dieses Vorgehen nicht, da
zusätzlich die Dynamik anderer Verkehrsteilnehmer berücksichtigt werden muss. Dazu
werden in dieser Arbeit die erreichbaren Straßenbereiche und die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Positionen anderer Verkehrsteilnehmer (unter
Berücksichtigung von Interaktion) bestimmt. Dies erlaubt die Bestimmung der
Kollisionswahrscheinlichkeiten des autonomen Fahrzeugs mit anderen
Verkehrsteilnehmern, so dass geplante Fahrtrajektorien des kognitiven Fahrzeugs
hinsichtlich ihrer Sicherheit bewertet werden können.

In static environments, safety of planned driving trajectories of (cognitive) autonomous
vehicles can be assessed by checking possible collisions with the obstacles to be
circumvented. In most road traffic scenarios, this approach is not sufficient, however, as
the dynamics of other traffic participants has to be considered. For this purpose, the
reachable road areas and the probability distribution of the positions of other traffic
participants (under consideration of interaction) are computed in this work. This allows
to determine the probability of a collision of the autonomous vehicle with other traffic
participants, such that planned driving trajectories of the cognitive vehicle can be
assessed with respect to safety.
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1 Einleitung

Technologische Fortschritte insbesondere an der Schnitt-
stelle zwischen den Ingenieurswissenschaften und der
Informatik lassen die Vision von kognitiven Fahrzeu-
gen, die ihre Umwelt selbständig wahrnehmen und dar-
aus Fahrstrategien ableiten, näher rücken. Obwohl seit
20 Jahren im Bereich des autonomen Fahrens geforscht
wird [7], ist durch Wettbewerbe für autonome Fahrzeu-
ge in jüngster Zeit (z.B. DARPA Grand/Urban Chal-
lenge, ELROB) das Forschungsinteresse und somit auch
das Fortschrittstempo in diesem Bereich stark gestiegen.
Obwohl die Wettbewerbe sich immer mehr von struktu-
rierten hin zu komplexeren dynamischen Umgebungen
entwickeln, ist das kollisionsfreie autonome Fahren im

realen Verkehr noch eine Herausforderung.
Ein entscheidender Faktor für sicheres Navigieren in
komplexen Verkehrsszenarien ist die Prädiktion des
Verkehrsgeschehens. Beispielsweise muss bei einem
Überholszenario, einem Ausweichmanöver oder einem
Abbiegemanöver mit Gegenverkehr, die geplante Akti-
on hinsichtlich ihrer Sicherheit unter Berücksichtigung
der zukünftigen Verkehrsentwicklung überprüft werden.
Im Bereich der Prädiktion des menschlichen Verhaltens
im eigenen Fahrzeug sind bereits einige Arbeiten zum
rechtzeitigen Erkennen von Fehlverhalten durchgeführt
worden, um Warnhinweise oder automatische Fahrein-
griffe einzuleiten (siehe z.B. [14, 22]). In Bezug auf das
Verhalten von Verkehrsteilnehmern, die mittels Umfeld-
sensorik von einem anderen Fahrzeug sensiert werden,
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gibt es bislang wenig Arbeiten. Dies liegt unter An-
derem daran, dass Vorhersagen von Fremdfahrzeugen
aus zwei Gründen eine Herausforderung darstellen: Zum
Einen sind Messungen (z.B. Position, Geschwindigkeit)
anderer Fahrzeuge ungenauer und zum Anderen ist de-
ren zukünftiges Verhalten schwieriger vorherzusagen, da
man weniger Messwerte zur Verfügung hat und sich so-
mit Lernverfahren zur Verhaltensprädiktion (z.B. Neu-
ronale Netze oder Neuro-Fuzzy Logik) nur bedingt an-
wenden lassen. Aufgrund der genannten Unsicherhei-
ten kann eine Sicherheitsanalyse nur durchgeführt wer-
den, indem man mehrere Verhaltenshypothesen ande-
rer Verkehrsteilnehmer berücksichtigt. Sicherheitsanaly-
sen, die durch eine Vielzahl von Simulationsläufen mit
variierenden Anfangswerten und Unsicherheiten durch-
geführt werden, bezeichnet man auch als Monte-Carlo-
Simulationen. Im Bereich der Sicherheitsbewertung von
Verkehrssituationen wurden Monte-Carlo-Simulationen
unter anderem in [11, 9] untersucht.
In dieser Arbeit wird ein alternativer Ansatz zur Ver-
haltensprädiktion von Verkehrsteilnehmern und, dar-
auf aufbauend, zur Sicherheitsanalyse vorgestellt. An-
statt einzelne Verhalten zu betrachten, wird die gesam-
te Menge an Verhaltensmöglichkeiten mittels Erreich-
barkeitsmengen bestimmt. Erreichbarkeitsmengen sind
als die Menge an Zuständen definiert, die ein System
in (un-)endlicher Zeit von einer Anfangsmenge aus er-
reichen kann. Mit Hilfe der Erreichbarkeitsanalyse kann
man die Sicherheit eines Systems beweisen, indem man
zeigt, dass in der Erreichbarkeitsmenge keine unsiche-
ren Zuständen eingeschlossen sind. In Verkehrssitua-
tionen kann mit dieser Methode der erreichbare Stra-
ßenbereich des autonomen Fahrzeuges bestimmt wer-
den, der die erreichbaren Straßenbereiche anderer Fahr-
zeuge nicht schneiden darf (entspricht der unsicheren
Menge aus Sicht des autonomen Fahrzeugs). Als Ergeb-
nis der Sicherheitsanalyse mittels Erreichbarkeitsmen-
gen erhält man eine eindeutige Ja/Nein-Entscheidung
für oder gegen die Realisierung einer Fahrstrategie. Die-
ses Ergebnis ist allerdings für die Bewertung von Fahr-
strategien unbefriedigend, so dass als Bewertungsme-
trik zusätzlich die Unfallwahrscheinlichkeit einer Fahrt-
rajektorie bestimmt wird. Dazu wird in dieser Arbeit
zusätzlich die Wahrscheinlichkeitsverteilung innerhalb
der Erreichbarkeitsmengen approximativ bestimmt. Er-
reichbarkeitsmengen mit bzw. ohne stochastische Be-
trachtungen wurden bereits zur Sicherheitsanalyse im
Flugverkehr eingesetzt [12, 16, 20]. Für den Bereich des
straßengebundenen Verkehrs gibt es Untersuchungen zu
Erreichbarkeitsmengen ohne stochastische Informatio-
nen [18]. Effiziente Verfahren zur Bestimmung stocha-
stischer Erreichbarkeitsmengen im straßengebundenen
Verkehr, die während des Fahrbetriebs ausgeführt wer-
den können, sind von den Autoren in [3, 1] vorgestellt
worden.
Ein weiterer wichtiger Aspekt in der Verkehrsprädiktion
stellt die Interaktion zwischen Verkehrsteilnehmern dar.
Interaktion zwischen Verkehrsteilnehmern wurde in Ver-

Kognitives Fahrzeug

Umfeld-
sensorik

Trajektorien-
planung

Sicherheitsverifikation

Bild 1: Konzept der Sicherheitsverifikation im kognitiven Fahr-
zeug.

kehrssimulationen berücksichtigt, die das Verhalten von
Einzelfahrzeugen simulieren, siehe z.B. [19]. Allerdings
wird in solchen Simulationen immer nur ein einziges Ver-
halten betrachtet. Für den Fall, dass mehrere Verhal-
ten zu berücksichtigen sind, ergibt sich eine hohe Re-
chenkomplexität [8]. Unter der Annahme, dass diskre-
te Entscheidungen (z.B. Spurwechsel) der Verkehrsteil-
nehmer zu diskreten Zeitpunkten berücksichtigt werden,
ergibt sich eine Komplexität von O(ατ ·ν) (α: Zahl der
möglichen Aktionen, τ : Zahl der Zeitschritte der Simula-
tion, ν: Zahl der Fahrzeuge), siehe [10]. Im Gegensatz zu
den Verfahren, die alle kombinatorischen Möglichkeiten
berücksichtigen, beschränkt man sich in dieser Arbeit
zunächst auf die Interaktion von Verkehrsteilnehmern
auf einer Fahrspur.

2 Aufgabenstellung

Kognitive Fahrzeuge erfassen durch ihre Umfeldsenso-
rik eine Verkehrsszene mit ihren statischen und dy-
namischen Hindernissen. Auf Grundlage der erfassten
Verkehrssituation wird eine Trajektorienplanung durch-
geführt, siehe Abb. 1. Da die Sicherheit im Straßenver-
kehr eine hohe Priorität besitzt, wird die geplante Tra-
jektorie durch ein in dieser Arbeit beschriebenes Sicher-
heitsmodul bewertet, um anschließend ausgeführt oder
abgelehnt zu werden. Die Sicherheitsbewertung setzt fol-
gende Kenntnisse voraus:

• eine geometrische Beschreibung der relevanten Stra-
ßenverläufe,

• die geplante Trajektorie des autonomen Fahrzeuges,
• die Position und Geometrie statischer Hindernisse,
• sowie die Position, Geschwindigkeit und Klassifizie-

rung anderer Verkehrsteilnehmer.

Unter der Klassifizierung von Verkehrsteilnehmern wird
die Einteilung in PKW, LKW, Motorräder, Fahrrad-
fahrer und Fußgänger verstanden. Die Anfangswerte
(Position und Geschwindigkeit) der Verkehrsteilnehmer
werden als unsicher in einem gewissen Bereich an-
genommen. Durch die zusätzliche Kenntnis des Be-
schleunigungsvermögens kann die Erreichbarkeitsmen-
ge von Verkehrsteilnehmern bezüglich deren Positio-
nen und Geschwindigkeiten bestimmt werden. Nimmt
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man zusätzlich Wahrscheinlichkeitsverteilungen für die
Anfangswerte und Beschleunigungswerte der Verkehrs-
teilnehmer an, so lassen sich auch deren stochasti-
sche Erreichbarkeitsmengen berechnen. Die Aufgaben-
stellung dieser Arbeit ist die Bestimmung von stochasti-
schen Erreichbarkeitsmengen des autonomen Fahrzeu-
ges und dessen umgebenden Verkehrsteilnehmern. Dies
geschieht für einen Prädiktionshorizont von t ∈ [0, tf ],
der in äquidistante Zeitintervalle τi unterteilt wird.
Der Schnitt der stochastischen Erreichbarkeitsmengen
des autonomen Fahrzeugs mit denen anderer Verkehrs-
teilnehmern zu einem Zeitintervall τi ermöglicht die
Bestimmung der Kollisionswahrscheinlichkeit innerhalb
dieses Zeitintervalls. Findet kein Schnitt der Erreichbar-
keitsmengen statt, so kann die gewählte Fahrstrategie
für das untersuchte Zeitintervall als sicher im Rahmen
der Modellgenauigkeit garantiert werden. Beispielhaft
ist in Abb. 2 eine Verkehrssituation aufgeführt, in der die
Fahrstrategie im Zeitintervall τ1 garantiert sicher ist und
für τ2 eine gewisse Unfallwahrscheinlichkeit aufweist.
Die Sicherheitsanalyse wird repetitiv durchgeführt, so
dass nach der Bestimmung der stochastischen Erreich-
barkeitsmengen für den Zeithorizont t ∈ [0, tf ], die aktu-
ellen Sensorwerte (Position, Geschwindigkeit) der detek-
tierten Verkehrsteilnehmer eingelesen werden, und die
Erreichbarkeitsanalyse von Neuem startet, siehe Abb.
2 (für eine Zustandsvariable x(t)). Dabei impliziert die
Prädiktion der Verkehrssituation die Forderung, dass die
Berechnung der Erreichbarkeitsmengen mindestens um
einen Faktor κ > 1 schneller sein muss als Echtzeit, so
dass die Sicherheitsbewertung nach einem Zeitintervall
Δt = tf/κ aktualisiert werden kann.

τ1

τ2

Geplanter Pfad Anderes
Fahrzeug

Autonomes
Fahrzeug

Stoch. Erreichbarkeitsmenge

Zeit t

x(t)
Zeitschritt i

1

2

3

Zeithorizont tf
Stochastische
Erreichbarkeitsmenge

Bild 2: Stochastischer Erreichbarkeitsmengen eines Verkehrs-
szenarios und deren wiederholte Berechnung.

3 Modellierung der Verkehrsteilnehmer

Das Verhalten der Verkehrsteilnehmer wird in zwei
Schritten modelliert: Pfadplanung und Pfadverfolgung.
Bei der Pfadplanung werden geeignete Fahrwege eines
Verkehrsteilnehmers identifiziert, die sich aus der endli-
chen Entscheidungsmenge {links Abbiegen, rechts Abbie-
gen, Geradeausfahrt} ergeben, siehe beispielhaft in Abb.
3. Spurwechselvorgänge werden in dieser Arbeit nicht
berücksichtigt, sind aber zukünftig vorgesehen. Für un-
strukturierte Szenarien, wie z.B. auf Parkplätzen eignet

Pfad 1

Pfad 2

Δs

Pfad-
segment

Fahrzeug

s

f(s)

δ

f(δ)

f(s, δ)

Bild 3: Pfadmodellierung und Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

sich die Aufteilung in Pfadplanung und Pfadverfolgung
nicht. Für solche Szenarien wird auf die Arbeit der Au-
toren in [17] vorwiesen, in welcher die gleichen mathe-
matischen Ansätze benutzt werden, jedoch eine unstruk-
turierte Umgebungen für einen autonomen Roboter be-
trachtet wird. Zusätzlich zu den möglichen Fahrwegen
der Verkehrsteilnehmer wird eine statische Wahrschein-
lichkeitsverteilung f(δ) für die laterale Abweichung δ der
möglichen Fahrwege angenommen (siehe Abb. 3). Diese
Abweichung kann an unterschiedliche Verkehrsteilneh-
mer angepasst werden, so dass man berücksichtigt, dass
z.B. LKW und PKW hauptsächlich in der Fahrspur-
mitte und Fahrradfahrer eher am rechten Fahrbahnrand
fahren.
Die Längsdynamik der Verkehrsteilnehmer bei der Pfad-
verfolgung wird als hybrides System [21] modelliert -
eine Beschreibungsform für Systeme, die eine Kombi-
nation aus diskreter und kontinuierlicher Dynamik auf-
weist. Die diskreten Zustände werden mit Beschleuni-
gen, Höchstgeschwindigkeit, Abbremsen und Stillstand
bezeichnet, siehe Abb. 4. Die Position wird mit s, die
Geschwindigkeit mit v, die Höchstgeschwindigkeit mit
vmax und die Gas-/Bremspedalstellung mit u bezeich-
net. Die Höchstgeschwindigkeit vmax bezieht sich auf
die erlaubte Höchstgeschwindigkeit auf einem Strecken-
abschnitt. Des Weiteren sind die Werte von u nor-
miert, wobei u ∈ [0, 1] eine Beschleunigungsvorgabe und
u ∈ [−1, 0[ eine Bremsvorgabe repräsentiert. Die Bedin-
gungen für Übergänge zwischen diskreten Zuständen d
sind in Abb. 4 aufgeführt. Dabei ist der Wechsel in den
Zustand Höchstgeschwindigkeit unsicher modelliert, da
in diesen Zustand gewechselt werden kann, wenn sich
die Geschwindigkeit v in dem Bereich [vmax, vmax] be-
findet. Dadurch wird berücksichtigt, dass manche Ver-
kehrsteilnehmer erst ab einer höheren Geschwindigkeit
vmax als die erlaubte vmax den Beschleunigungsvorgang
beenden. Innerhalb jedes diskreten Zustandes wird eine
kontinuierliche Dynamik spezifiziert:

ṡ = v, v̇ = fd(v, u), mit

f1(v, u) = c1(1 − (v/c2)2)u, f2 = f4 = 0, f3(u) = c1 u,

wobei der Index d die Abhängigkeit vom aktiven
diskreten Zustand d kennzeichnet. Auf Grundlage
der betrachteten Verkehrsteilnehmerkategorie (LKW,
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Bild 4: Hybride Längsdynamik der Verkehrsteilnehmer.

KFZ, Motorräder, Fahrradfahrer) werden die Para-
meter c1 (maximale absolute Beschleunigung) und
c2 (Höchstgeschwindigkeit des Verkehrsmittels) be-
stimmt. Es sei angemerkt, dass die angegebenen Dif-
ferentialgleichungen durch komplexere Modelle ersetzt
werden können. Ergebnis der Pfadverfolgung unter
Berücksichtigung der spezifizierten Längsdynamik ist ei-
ne Wahrscheinlichkeitsverteilung f(s) entlang des ge-
planten Pfades. Nimmt man nun an, dass die Pfadabwei-
chung f(δ) stochastisch unabhängig von f(s) ist, so kann
die Wahrscheinlichkeitsverteilung innerhalb der Erreich-
barkeitsmenge als f(s, δ) = f(s) · f(δ) ermittelt werden,
siehe Abb. 3.

4 Erreichbarkeitsanalyse

Auf Grundlage der spezifizierten hybriden
Längsdynamik kann die Erreichbarkeitsmenge bezüglich
der Position und Geschwindigkeit von Verkehrsteilneh-
mern bestimmt werden. Dabei werden zunächst Er-
reichbarkeitsmengen für rein kontinuierliche Systeme
definiert und anschließend das Grundprinzip zur Berech-
nung von Erreichbarkeitsmengen vorgestellt. Genauere
Informationen zur Berechnung von Erreichbarkeitsmen-
gen für kontinuierliche Systeme findet der interessierte
Leser in [2, 4]. Die Erweiterung auf hybride Systeme ist
in [6] beschrieben. Gegeben sei zunächst ein nichtlinea-
res kontinuierliches System der Form

ẋ = f(x(t), u(t)), x(0) ∈ X0 ⊂ R
n, u(t) ∈ U ⊂ R

m

(1)
wobei u(t) Lipschitz-stetig ist. Die exakte Erreichbar-
keitsmenge Re(r) von (1), unter Berücksichtigung von
x(0) ∈ X0 und u(t) ∈ U , zum Zeitpunkt t = r ist:

Re(r) =
{
x
∣∣x(r) = x(0)+∫ r

0

f(x(τ), u(τ))dτ, x(0) ∈ X0, u(τ) ∈ U
}

.

Da exakte Erreichbarkeitsmengen in der Regel
nicht berechenbar sind [13], werden in dieser Ar-
beit Überapproximationen der Erreichbarkeitsmengen
R(t) ⊇ Re(t) bestimmt. Die Überapproximation für
ein Zeitintervall t ∈ [0, r] ergibt sich zu: R([0, r]) :=⋃

t∈[0,r]R(t). Die wesentlichen Schritte (siehe Abb. 5)
zur Berechnung der Erreichbarkeitsmenge eines Zeitin-
tervalls t ∈ [l · r, (l + 1) · r] (l ∈ N

+, r ∈ R
+) lässt sich in

drei wesentliche Teilschritte aufteilen:

1. Bestimmung der Erreichbarkeitsmenge R̂((l + 1) · r)
ohne unsicheren Eingang (u = 0; R̂: Erreichbarkeits-
menge ohne Eingang).

2. Bilden der konvexen Hülle von R̂(l·r) und R̂((l+1)·r).
3. Aufweiten der konvexen Hülle zu R([l · r, (l + 1) · r]),

um den Einschluss aller Trajektorien im Zeitintervall
t ∈ [l · r, (l + 1) · r] unter der Wirkung des unsicheren
Eingangs u ∈ U zu gewährleisten.

Die Erreichbarkeitsmenge für das gesamte Zeitintervall
wird aus der Vereinigung der Erreichbarkeitsmengen der
berechneten Zeitintervalle t ∈ [l · r, (l + 1) · r] bestimmt:

R[0, T ] =
T/r−1⋃

l=0

R([l · r, (l + 1) · r]). (2)

Die Zeitschrittweite T wird im nächsten Abschnitt als
die Schrittweite für die Markov-Ketten benutzt.

R̂(l · r)

R̂((l + 1)r)
Konvexe
Hülle von
R̂(l · r),

R̂((l + 1)r)

R([l · r, (l + 1)r])

➀ ➁ ➂

Aufweitung

Bild 5: Berechnung von Erreichbarkeitsmengen - Übersicht.

Die Erreichbarkeitsmenge eines Fahrzeuges für die Po-
sition s und die Geschwindigkeit v ist beispielhaft in
Abb. 6 für das Zeitintervall t ∈ [0, 3] s und das Ein-
gangsintervall u ∈ [0.5, 1] gezeigt. Dabei wurde das Ge-
biet, in welchem vom Zustand Beschleunigen in den Zu-
stand Höchstgeschwindigkeit geschalten wird, zwischen
vmax = 15 m/s und vmax = 16 m/s festgelegt.

20 40 60 80
5

10

15

s [m]

v 
[m

/s
]

Anfangsmenge

Erreichbarkeitsmenge

Randomisierte
Trajektorien

Transitionsbereich

Bild 6: Beispielhafte Erreichbarkeitsmenge eines Fahrzeugs.

5 Abstraktion der hybriden Dynamik
mittels Markov-Ketten

Wie bereits in Abschnitt 2 erwähnt, sollten die Erreich-
barkeitsmengen von Verkehrsteilnehmern probabilisti-
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X1 X2 X3 X4 · · ·
· · ·

...

x1 (=̂s)

x2 (=̂v)

Bild 7: Diskretisierung des Zustandsraumes.

sche Informationen enthalten und schneller als in Echt-
zeit berechnet werden. Eine Möglichkeit, diese beiden
Ziele zu vereinigen, bietet die Abstraktion der hybriden
Längsdynamik der Verkehrsteilnehmer mittels Markov-
Ketten. Untersuchungen zur Abstraktion von hybrider
Dynamik mittels Erreichbarkeitsmengen auf stochasti-
sche Automaten, wurde bereits in [15] durchgeführt.
Allerdings werden in dieser Arbeit zusätzlich unsiche-
re Eingänge und das Systemverhalten in Zeitintervallen
berücksichtigt.

5.1 Diskretisierung des Zustands- und
Eingangsraumes

Eine Markov-Kette ist ein zeitdiskreter stochastischer
Automat, dessen Transitionen eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet ist. Somit ist auch nicht deterministisch
bekannt, in welchem Zustand z = i (i ∈ N

+) sich die
Markov-Kette befindet, wobei die diskrete Zustands-
variable mit z bezeichnet wird und dessen Werte mit
ganzen natürlichen Zahlen angegeben werden. Statt-
dessen wird für jeden Zustand eine Wahrscheinlich-
keit pi = P (z = i) angegeben, die im Zustandswahr-
scheinlichkeitsvektor p zusammengefasst sind. Da der
Zustandswahrscheinlichkeitsvektor zum nächsten Zeit-
punkt tk = k · T (k ∈ N

+, T ∈ R
+) per Definition der

Markov-Kette nur vom Zustandswahrscheinlichkeitsvek-
tor zum vorangegangenen Zeitpunkt abhängt, kann die
Dynamik der Markov-Kette mittels folgendem, linearen
Zusammenhang beschrieben werden:

p(tk+1) = Φ p(tk) (3)

Da die Markov-Kette einen diskreten Zustandsraum
voraussetzt, muss der kontinuierliche Zustands- und
Eingangsraum der hybriden Längsdynamik diskretisiert
werden. In dieser Arbeit wird dabei der Zustandsraum
X ⊂ R

2 (Position, Geschwindigkeit) in achsenorientier-
te orthogonale und gleichgroße Zellen Xi unterteilt
(siehe Abb. 7), die durch Intervalle beschreibbar sind
(Xi =]xi, xi], xi, xi ∈ R

2), wobei
⋃

Xi = X und die Xi

paarweise disjunkt sind (
⋂

Xi = ∅). Dieselbe Diskreti-
sierungsmethode wird für den Eingangsraum U (Gas-
/Bremspedalstellung) angewandt, der in Intervalle Uj

unterteilt wird. Der Index i der Zellen Xi repräsentiert
den diskreten Zustand z = i, und in analoger Weise re-
präsentiert der Index j der Zellen Uj den diskreten Ein-
gang y = j.

5.2 Transitionswahrscheinlichkeiten der
Markov-Ketten

Um die Transitionswahrscheinlichkeiten der Markov-
Kette zu bestimmen, wird ausgehend von einem dis-
kreten Zustand z = i und einem diskreten Eingang
y = j die Erreichbarkeitsmenge Rj

i (T ) des Systems be-
stimmt. Hierbei repräsentiert der Index i die Startzel-
le der Erreichbarkeitsmenge (Rj

i (0) = Xi) und der In-
dex j die Zelle der möglichen Eingangswerte (u ∈ Uj).
Unter der Annahme, dass die Zustände in der Er-
reichbarkeitsmenge Rj

i (T ) gleichverteilt sind, kann die
Übergangswahrscheinlichkeit von Zelle i nach Zelle o un-
ter den Eingangswerten in Zelle j geometrisch durch das
Volumenverhältnis der Erreichbarkeitsmenge in Zelle o
zur gesamten Erreichbarkeitsmenge bestimmt werden:

Φj
oi(T ) =

V (Rj
i (T ) ∩ Xo)

V (Rj
i (T ))

,

wobei V () der Operator für die Bestimmung des Volu-
mens ist und Φj

oi(T ) die Übergangswahrscheinlichkeiten
nach einem Zeitschritt T enthält. Analog dazu kann man
Φj

oi([l · r, (l + 1)r]) für t ∈ [l · r, (l + 1)r] bestimmen, in-
dem man Rj

i (T ) durch Rj
i ([l · r, (l + 1)r]) in obiger Be-

rechnungsvorschrift substituiert. Da sich die Erreichbar-
keitsmenge für das Zeitintervall t ∈ [0, T ] aus (2) ergibt,
wobei T ein ganzzahliges Vielfaches von r ist, folgt für
Φj

oi([0, T ]):

Φj
oi([0, T ]) =

r

T

T/r−1∑
l=0

Φj
oi([l · r, (l + 1)r]).

Die Erreichbarkeitsmenge von Rj
i ([0, T ]) ist beispielhaft

für den Fall T/r = 10 in Abb. 8(a) gezeigt. Die ent-
sprechende probabilistische Erreichbarkeitsmenge, die
sich aus Φj

oi([0, T ])p(0) mit pm(0) = 0 für m �= i und
pi(0) = 1 (i=̂ Startzelle) ergibt, ist in Abb. 8(b) gezeigt.
Dabei symbolisieren die Kreise die diskreten Zustände,
die den Zellen zugeordnet sind. Eine Transition in eine
Zelle ist umso wahrscheinlicher, je dunkler die Grauwer-
te der Zellen sind.

5.3 Zustandswahrscheinlichkeiten der
Markov-Ketten

Mit Hilfe der berechneten Transitionswahrscheinlich-
keiten lassen sich nun die Zustandswahrscheinlichkei-
ten der Markov-Kette, prinzipiell wie in (3) beschrie-
ben, bestimmen. Der Unterschied zu (3) besteht dar-
in, dass es Markov-Ketten gibt, die die Systemdynamik
zu Zeitpunkten und zu Zeitintervallen abstrahieren. Da
die Transitionswahrscheinlichkeiten für die Zeitinterval-
le auf den Anfangszellen zum Anfangszeitpunkt t = 0
beruhen, werden die Zustandswahrscheinlichkeiten ei-
nes Zeitintervalls p([tk, tk+1]) mit Hilfe der Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(tk) des letzten Zeitpunktes be-
stimmt. Da zur Bestimmung der Kollisionswahrschein-
lichkeiten letztlich nur die Wahrscheinlichkeiten der Zei-
tintervalle p([tk, tk+1]) benutzt werden, bestimmt man
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Bild 8: Erreichbarkeitsmenge des ursprünglichen Systems
und stochastische Erreichbarkeitsmenge der abstrahierenden
Markov-Kette.

die Wahrscheinlichkeiten p(tk) lediglich als Zwischener-
gebnis. Des Weiteren müssen die dem aktuellen diskre-
ten Eingang y = j entsprechenden Transitionsmatrizen
Φj(T ), Φj([0, T ]) ausgewählt werden. Dabei wird ange-
nommen, dass u ∈ Uj für t ∈ [tk, tk+1] gilt:

p(tk+1) = Φj(T )p(tk),

p([tk, tk+1]) = Φj([0, T ])p(tk).

Ist neben den Zuständen z auch der Eingang y unbe-
kannt, so kann man analog zur Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p des Zustands eine Verteilung qj = P (y = j)
für den Eingang definieren. Danach berechnen sich die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zustände wie in [5]
zu:

p(tk+1) =
∑

j

Φj(T )qj([tk, tk+1])p(tk),

p([tk, tk+1]) =
∑

j

Φj([0, T ])qj([tk, tk+1])p(tk).

In einem weiteren Schritt kann man die Verteilung der
Eingangswahrscheinlichkeiten qj einer Markov-Kette in
Abhängigkeit der eigenen Zustandswahrscheinlichkeiten
und der Zustands- und Eingangswahrscheinlichkeiten ei-
ner anderen Markov-Kette bestimmen, wodurch sich In-
teraktion zwischen zwei Markov-Ketten realisieren lässt.
Bei Verkehrsszenarien kann mit dieser Grundidee die In-
teraktion zwischen Verkehrsteilnehmern modelliert wer-
den. Dazu werden im Folgenden zwei Fahrzeuge A und
B betrachtet, wobei Fahrzeug A dem Fahrzeug B auf
einer Fahrspur folgt. Größen, die sich auf Fahrzeug A
bzw. B beziehen, werden durch ein hochgestelltes A
bzw. B gekennzeichnet. Mathematisch lässt sich die be-
schriebene Grundidee zur Interaktion zweier Markov-
Ketten mit Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeiten
P (yA = j|yB = w, zA = i, zB = v) beschreiben. Die Be-
stimmung der bedingten Wahrscheinlichkeiten für alle
Kombinationen der Zustände zA, zB und der Eingänge
yA, yB ist in [5] für das beschriebene Szenario zwei-
er Fahrzeuge auf einer Fahrspur durchgeführt worden.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten werden dabei in ei-
ner Anordnung von Interaktionsmatrizen Ωiv gespei-
chert, die mit Ωjw

iv bezeichnet wird. Führt man des Wei-
teren die Abkürzung pB,w

v := P (yB = w, zB = v) ein,
kann man die in [5] hergeleitete Berechnungsvorschrift
für zwei interagierende Markov-Ketten (bzw. Verkehrs-
teilnehmer im Speziellen) formulieren:

M j(tk) =
∑
w

ΩjwpB,w(tk),

pA(tk+1) =
∑

j

Φj(T )diag(M j(tk))pA(tk),

pA([tk, tk+1]) =
∑

j

Φj([0, T ])diag(M j(tk))pA(tk).

(4)

Dabei wurde vereinfachend angenommen, dass die
Wahrscheinlichkeiten P (yB = w, zB = v) und P (zA =
i) unabhängig sind. Eine Diskussion dieser Annahme
sowie die Erweiterung der Interaktion zweier Verkehrs-
teilnehmer auf einer Fahrspur zur Interaktion an Kreu-
zungen finden sich in [5].

6 Unfallwahrscheinlichkeiten von
Fahrstrategien

Nach der Berechnung der stochastischen Erreichbar-
keitsmengen ist die Unfallwahrscheinlichkeit des be-
trachteten autonomen Fahrzeuges mit anderen Ver-
kehrsteilnehmern zu ermitteln. Aufgrund der Segmen-
tierung der Pfade von Verkehrsteilnehmern und der
stückweise stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Pfadabweichung bestehen die Erreichbarkeitsmengen
der Positionen der Verkehrsteilnehmer aus Polygonen,
denen eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit zugeordnet
ist, siehe Abb. 9. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
wird im Folgenden zur Vereinfachung die Unfallwahr-
scheinlichkeit eines autonomen Fahrzeugs A mit nur ei-
nem anderen Verkehrsteilnehmer B betrachtet, dessen
Größen durch ein hochgestelltes A bzw. B gekennzeich-
net sind.
Um die Unfallwahrscheinlichkeit effizient zu bestimmen,
werden nicht alle Kombinationen der Polygone bei-
der Verkehrsteilnehmer untersucht. Um eine Vorauswahl
sich potentiell schneidender Polygone zu treffen, werden
Kreise gebildet, die zusammengehörige Polygone eines
Pfadsegmentes einschließen, siehe z.B. die Kreise CA,
CB in Abb. 9, da Kreise die effizienteste Kollisionsabfra-
ge ermöglichen. Schneiden sich zwei Kreise, so existiert
für die Polygone innerhalb der Kreise eine mögliche
Schnittmenge. Dies wird wiederum abgeprüft, indem der
Kollisionstest wiederholt wird, aber diesmal mit Krei-
sen, die jedes Polygon umhüllen, siehe Kreise DA, DB

in Abb. 9. Im Folgenden sind ΨA, ΨB Polygone der Ver-
kehrsteilnehmer A bzw. B (siehe Abb. 9) und p̄A, p̄B

die Wahrscheinlichkeiten, dass sich der Verkehrsteilneh-
mer A bzw. B im entsprechenden Polygon aufhält. Auf-
grund der Abmessungen der Verkehrsteilnehmer können
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die Aufenthaltsverteilungen nicht als unabhängig zur
Bestimmung der Kollisionswahrscheinlichkeit betrach-
tet werden. Die Wahrscheinlichkeit p̄A,B, dass sich Teile
der Verkehrsteilnehmer in ΨA und ΨB gleichzeitig be-
finden wird als p̄A,B = min(p̄A, p̄B)≥ p̄A · p̄B approxi-
miert, was zu einer Überapproximation gegenüber einer
Unabhängigkeitsannahme führt. Die Schnittwahrschein-
lichkeit zweier Polygone ergibt sich somit zu

pintersect =
V (ΨA ∩ ΨB)

V (ΨA)
· V (ΨA ∩ ΨB)

V (ΨB)
· min(p̄A, p̄B).

Die Kollisionswahrscheinlichkeit ergibt sich aus der
Summation der Einzelwahrscheinlichkeiten pintersect.
Um die Bestimmung der Unfallwahrscheinlichkeit wei-
ter zu beschleunigen, wird V (ΨA ∩ ΨB) für mögliche
äquidistante Relativwinkel und Relativpositionen der
Polygone im Voraus in einer Datenbank abgelegt. Vorr-
aussetzung für dieses Vorgehen ist, dass die Pfade jedes
Verkehrsteilnehmers und deren relative Pfadabweichung
in gleich große Segmente unterteilt sind.

CA

CB

DA

DB

ΨA

ΨB

Polygon
Schnittmenge

Pfadab-
weichungs-
segmente

Pfad-
segmente

Bild 9: Bestimmung der Unfallwahrscheinlichkeiten aus den
stochastischen Erreichbarkeitsmengen.

7 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wird die Sicherheitsverifikation
für zwei typische Verkehrsszenarien angewendet. Beim
ersten Szenario plant das autonome Fahrzeug den
Überholvorgang eines Fahrradfahrers bei Gegenverkehr.
Die probabilistischen Erreichbarkeitsmengen von unter-
schiedlichen Zeitintervallen für dieses Szenario sind in
Abb. 10 gezeigt. Im zweiten Szenario wechselt Fahrzeug
A auf einer dreispurigen Straße von der rechten auf die
mittlere Spur, und missachtet dabei den herannahenden
Verkehr (Fahrzeug B und C). Das autonome Fahrzeug
(Fahrzeug B) hat nun die Option, eine Vollbremsung zu
machen (Strategie 1), oder auf die linke Spur zu wech-
seln (Strategie 2), siehe Abb. 11 und 12 (es ist nur die
linke und mittlere Spur gezeichnet). Die Option auf die
rechte Fahrspur zu wechseln ist nicht vorhanden, da dort
andere Fahrzeuge stehen. Beim Vergleich der Fahrstra-
tegien 1 und 2 fällt auf, dass die Erreichbarkeitsmenge
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Bild 10: Probabilistische Erreichbarkeitsmengen des
Überholmanövers (Abstandsangaben der Achsen in [m]).

von Fahrzeug C variiert. Dies liegt daran, dass dieses
Fahrzeug nur beim Spurwechsel des autonomen Fahr-
zeuges (Fahrzeug B) mit diesem interagiert und somit
abbremst.
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Bild 11: Probabilistische Erreichbarkeitsmengen der Fahrstra-
tegie 1 ohne Fahrspurwechsel (Abstandsangaben der Achsen in
[m]).

Die probabilistischen Erreichbarkeitsmengen der Fahr-
zeugpositionen sind mit 5 Meter längs und 0.57 Meter
quer zu den Fahrwegen aufgelöst. Die Unfallwahrschein-
lichkeiten der betrachteten Zeitintervalle und die Be-
rechnungszeiten1 der gezeigten Szenarien sind in Tab.

1 Beinhaltet Rechenzeit zur Bestimmung der Erreichbar-
keitsmengen und der Unfallwahrscheinlichkeit.
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Bild 12: Probabilistische Erreichbarkeitsmengen der Fahrstra-
tegie 2 mit Fahrspurwechsel (Abstandsangaben der Achsen in
[m]).

Tabelle 1: Ergebnisse der Sicherheitsverifikation.

Durchschnittliche Unfallwahrscheinlichkeit Rechen-
innerhalb der angegebenen Zeitintervalle zeit

Überholszenario
0.0013 0 0.0034 0.0005 0.88s
([0-4]s) ([4-6]s) ([6-8]s) ([8-10]s) (κ = 11.4)

Mehrspuriges Szenario (Fahrstrategie 1)
0 0.0345 0.0293 0.0791 0.29s

([0-0.5]s) ([0.5-1]s) ([1-1.5]s) ([1.5-2]s) (κ = 6.90)

Mehrspuriges Szenario (Fahrstrategie 2)
0.0001 0.0256 0.0319 0.0150 0.36s

([0-0.5]s) ([0.5-1]s) ([1-1.5]s) ([1.5-2]s) (κ = 5.56)

1 zusammengefasst. Die Berechnungen wurden in Mat-
lab auf einem PC mit 3.7 GHz durchgeführt. Zusätzlich
ist noch der Faktor κ angegeben, der beschreibt, um wel-
chen Faktor die Berechnung schneller ist als Echtzeit.

8 Schlussbemerkungen

Das vorgestellte Verfahren ermöglicht die Sicherheits-
bewertung geplanter Fahrtrajektorien autonomer Fahr-
zeuge in dynamischen Umgebungen. Dabei werden so-
wohl die Unsicherheiten bezüglich der Messwerte als
auch bezüglich der Verhaltensmöglichkeiten anderer
Verkehrsteilnehmer berücksichtigt. Die Verkehrssitua-
tionen können mit einem moderaten Rechenaufwand um
ein Vielfaches schneller als Echtzeit prädiziert werden
und sind zudem durch die Auflösung der Diskretisie-
rung des Zustands- und Eingangsraumes skalierbar. Die
beschriebenen Methoden eignen sich selbstverständlich

auch zur Sicherheitsbewertung andersartiger Systeme.
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