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Aufgabe 27 Terminierung (Ldsungsvorschlag)

Zur Lésung der vier Teilaufgaben suchen wir Eingabewerte, fiir die es moglich ist Abstiegsfunk-
tionen, wie in der Vorlesung definiert, anzugeben.

a) e f_a(m,n) terminiert fur allen € N:
Zum Nachweis der Terminierung fir diese Werte wahlen wir die Abstiegsfunktion
h:ZxN—N, h(mn)=n.
Es treten nur fun = O rekursive Aufrufe auf, d.h. der Parameten des rekursiven
Aufrufs ist nichtnegativ und es gilt:
h(m+1,n—1)=h(m+2,n—1)=n—1<n=h(n)
e f_a(m,n) terminiert nicht, falls € Z\ N:

Firn e Z\Nistn, n-1,n-2,n-3, ... eine unendliche Folge, in der O nicht auftritt. Die
durch den Aufruff_a (m,n) angestof3ene Folge rekursiver Aufrufea (m+1,n-1),
f_a(m+2,n-2), f_a(m+3,n-3), ... erreicht also niemals den Terminierungsfall
f_a(*,0). Dabei steht fur einen belieben Wert des ersten Parameters.

b)

f b(m,n) terminiert fir alle(m,n) € ZxZ mitm < n:

Zum Nachweis der Terminierung fir diese Werte wéahlen wir die Abstiegsfunktion
h:ZxZ—N, hi(mn)=n—m.

Es treten nur fin —m # 0, d.h. firn —m > 0 im Fallm < n, rekursive Aufrufe auf und

es gilt:
h(mn—1)=n—1-m=n—m-—1=h(mn)—1< h(m,n)
h(m+1,n)=n—(m+1)=n—m—21=h(mn)—1<h(mn)

e £ b(m,n) terminiert nicht, fallsn > n:

Firm>nist n,n—1n—2n—3,... eine unendliche Folge, in dernicht auftritt.
Die durch den Aufruff_b (m, n) angestolRene Folge rekursiver Aufrufeo (m, n-1),
f_b(m,n-2), f_b(m,n-3),... erreichtalso niemals den Terminierungsfalk= n.

C) e f_c(m,n) terminiertfuralle(m,n) € ZxZ mitm <nund(n—m) mod2=0:
Zum Nachweis der Terminierung fir diese Werte wéhlen wir die Abstiegsfunktion
h:ZxZ— N, h(mn)=n—m.
Es treten nur fin —m # 0 rekursive Aufrufe auf und es gilt:
h(m+1,n—1)=n—1—-(m+1)=n—1-—m—1=h(mn)—2 < h(mn)
(Achtung: Die Voraussetzungn —m) mod 2 = O stellt sicher, dass mfi(m,n) auch
h(m+1,n—1) in N liegt.)



Ldsung 7/ Seite 2

e f c(m,n) terminiert nicht, fallsn < nund(n—m) mod2 = 1:
Falls gilt (n —m) mod2 = 1 (d.h. falls die Differenzs — m ungerade ist), dann bildet
n—m, (n—1)—(m+1), (n—2) — (m+2), (n —3) — (m+3), ... eine unendliche Folge
ungerader Zahlen, in denen die 0 nicht auftritt. Die durch den Adfrufim, n) ange-
stol3ene Folge rekursiver Aufrufec (m+1,n-1), f_c(m+2,n-2), f_c (m+3,n-3),...
erreicht also niemals den Terminierungsfalkn.

e £ c(m,n) terminiert nicht, fallsn > n:
Firm>nistn—m, (n—1)— (m+1), (n—2)— (m+2), (n—3)— (m+3),... eine
unendliche Folge, in der die 0 nicht auftritt. Die durch den Aufrafc (m, n) ange-

stol3ene Folge rekursiver Aufrufec (m+1,n-1), f_c (m+2,n-2), f_c (m+3,n-3),...
erreicht also niemals den Terminierungsfalkn.

d) f_d(n) terminiert fur allen € Z:
Zum Nachweis der Terminierung fir diese Werte wahlen wir die Abstiegsfunktion
h:Z — N, h(n) =|100—n|.
Es treten nur fiin # 100 rekursive Aufrufe auf und es gilt:

n < 100=- h(200—n—1) = |100— (200—n—1)| = (200—n—1) —100=99—n
< 100—n=|100—n| = h(n)

n > 100= h(200—n+ 1) = |100— (200—n+ 1)| = 100— (200—n+1) = —101+n
< —100+n = |100—n| = h(n)

Aufgabe 28 Ordnungen Uber Zeichensequenzen (Lésungsvorschlag)

a) Es wird gezeigt, dass die Préafixrelation reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist:

Reflexivitat: Seix € C*. Dax = xo¢ gilt fur alle x € C* folgt x C x und die Préafixrelation
ist reflexiv.

Antisymmetrie: Seix,y € C*; aulRerdem gelte C y undy C x. Dann gibt es eim, u’ € C*
derart, dasy = xou undx = yo u'. Daraus folgty = youo U undu = U = €. Damit
gilt y = xo € und schliel3licty = x. Die Préafixrelation ist somit antisymmetrisch.

Transitivitat: Seix,y,z € C*; auBerdem gelte C y undy C z. Dann gibt es eiw,V € C*
derart, dasy = xovundz=yoV. Wir erhalten als@= xovoV. Mit V/ = voV folgt
z=xoV"' oderx C z Die Prafixrelation ist somit transitiv.

Insgesamt ist also gezeigt, dass die Préafixrelation eine Halbordnung ist.
b) Totalitat, Wohlordnung und Fundiertheit der Préfixrelation:

Wir zeigen durch Angabe eines Gegenbeispiels: Die Préfixrelation ist keine totale Ord-
nung. SeiC = {a,b} undx,y € C* mit x=a undy = b. Dann gilt wedex C y noch
y C xund die Préfixrelation ist nicht total.

Eine partielle Ordnung heif3t bekanntlich fundiert, wenn jede (echt) absteigende Kette
endlich ist. Wenry ein echtes Prafix vor ist, dann istu in der Zerlegung = you

nicht leer, die L&nge vow ist also echt kleiner als die van Jede echt absteigende
Kette von Préafixen vor enthélt also héchsterns + 1 Elemente.
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Eine partielle Ordnung heif3t wohlgeordnet, wenn jede Teilmenge ein kleinstes Ele-
ment hat. Wichtig ist hierbei, dass ein kleinstes Element mit allen anderen Elementen
vergleichbar, d.h. in Relation steht. Nun gibt es aber in der Praefixrelation Teilmen-
genN C C* die zwar minimale, nicht jedoch ein kleinstes Element enthalten; Beispiel
N = {aabhaa b,bb}; hierbei sindaa und b minimal, d.h. minimale Elemente einer
absteigenden Kette, jedoch unvergleichbar hinsichtlich der Praefixrelation. Die Prae-
fixrelation ist also nicht wohlgeordnet wohl aber fundiert.

c) Die lexikographische Ordnung ist nicht fundiert, denndixc b gibt es unendlich viele
Worterax, x € C* zwischena undb und somit unendlich absteigende Ketten.

d) Eine fundierte totale Ordnung Ub€F lasst sich folgendermalen definieranst kleiner
gleichy, falls |x| < |y| oder falls|x| = |y| undx ist lexikographisch kleiner gleich

Aufgabe 29 Vergleich von Baumen (LOosungsvorschlag)

Zur Lésung wird die bereits bekannte Datenstruktur
type 'a btree = Empty | Node of ('a * "a btree * "a btree);;

und die Funktionin_order aus Aufgabe 23 verwendet.

a) Aus der einfachen Darstellung des Baumes in Listenform (z. Bimiirder) reicht nicht
aus um die identische Struktur des Baumes zu gewéhrleisten. Erst der Vergleich von ver-
schiedenen Reihenfolgen (z. Br_order undpre_order) stellt dies sicher.

# let sample_tree =
Node ((13,7),
Node ((12,7), Node((40,34),Empty,Node((50,65),Empty, Empty)),
Node ((67,92) ,Node ( (50, 65) , Empty, Empty) , Empty) ),
Node ((22,3), Node((22,54),Empty,Empty),
Node ( (26, 53) ,Empty,Node ( (50,29) ,Empty, Empty))));;
# let sample_tree2 =
Node ( (13, 7),
Node ((12,7), Node((40,34),Node((50,65),Empty,Empty),Empty),
Node ((67,92) ,Node ( (50, 65) ,Empty, Empty) , Empty) ),
Node ((22,3), Node((22,54),Empty,Empty),
Node ((26,53),Empty,Node((50,29),Empty,Empty))));;

# let compare_tree treel tree2 =
let treel_list_io = in_order treel in
let treez_list_io = in_order tree2 in
let treel_list_po = pre_order treel in
let tree2_list_po = pre_order tree? in
let rec compare_list listl list2 =
match (listl,list2) with
([1,[1) => true
| (x::x1, y::yl) when (x=y) -> compare_list xl1 yl
| _ —-> false
in (compare_list treel list_io tree2_list_io)



b)
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&& (compare_list treel list_po tree2_list_po);;
val compare_tree : 'a btree -> 'a btree -> bool = <fun>
# compare_tree sample_tree sample_tree2;;

: bool = false
compare_tree sample_tree sample_tree;;
: bool = true

= |

# let rec compare_tree2 treel tree2 =
match (treel,tree2) with
(Empty, Empty) -> true
| (Node (x,leftl,rightl),Node(y,left2,right2)) when (x=y) ->
(compare_tree2 leftl left2) && (compare_tree2 rightl right2)
| _ -> false;;
val compare_tree?2 : 'a btree -> "a btree -> bool = <fun>
# compare_tree? sample_tree sample_tree2;;
- : bool = false
# compare_tree? sample_tree sample_tree;;
- : bool = true

Aufgabe 30 Teilerrelation (L6sungsvorschlag)

a) Um zu zeigen, dass die Teilerrelation ein partielle Ordnung impliziert, ist zu zeigen:

b)

Reflexivitat: Daa-1 = agilt aja und die Relation ist reflexiv.

Antisymmetrie: Seialb & Ixe N: a-x=bundbla & 3I¥ € N: b-X = a, woraus folgt
Ix,X e N: a-x-X =aoderdx,x € N: x-xX =1, dies ist fiirx,X € N jedoch nur fiir
x =X =1 erfillt. Es folgt alsa = b und die Teilerrelation ist antisymmetrisch.

Transitivitdt: Seialb & Ixe N: a-x=bundb|c & 3IX € N: b-x = c. Hieraus folgt
Ix, X € N: a-x-xX =c; mit X" = x- X folgt ajc und die Teilerrelation ist transitiv

Dass die Teilerrelation Ubéf keine totale Ordnung ist, ist offensichtlich, denn es gibt Paare
naturlicher Zahlen, die zueinander nicht in Teilerrelation stehen. BeigpieB undb = 4.

Die Zahlb = 135 hat die Primzahlzerleguthg= 3-3-3-5. Es kbnnen somit die absteigenden
Ketten
5|15|45| 135

oder
319|45|135

angegeben werden. Die Zahlen 3 und 5 sind hierbei minimale Elemente der Ordnung, denn
fur diese kann kein Teilea € M angegeben werden. Allgemein sind die Primzahlen die
minimalen Elemente dieser Ordnung

Da jede Zahl nur endlich viele Teiler hat, ist auch jede absteigende Kette endlich und die
Ordnung somit fundiert. Wie jedoch in der Teilaufgabe b) gezeigt, kdnnen bei der Teiler-
relation absteigende Ketten auftreten, die unterschiedliche minimale Elemente haben. Ein
kleinstes Element (eindeutig und mit allen anderen Elementen vergleichbar) gibt es somit
bei der Teilerrelation nicht, weshalb diese nicht wohlgeordnet ist.



Ldsung 7/ Seite 5

Aufgabe 31 Terminierung (L6sungsvorschlag)

Zur Lo6sung der Aufgabe suchen wir Eingabewerte, fiir die es moglich ist Abstiegsfunktion, wie
in der Vorlesung definiert, anzugeben:

f(n,m, k) terminiert fur alle(m,n, k) € Zx Z x Z:
Zum Nachweis der Terminierung fir diese Werte wéhlen wir die Abstiegsfunktion
h:ZxZ — N, h(mn)=|m—n|.

Es treten nur fin = mrekursive Aufrufe auf und es gilt:

n<m=h(2-m—n—1m)=|m—(2-m—n—1)| = | —m+n+1]|
=(Mm—-n—-1) < (m—n) = |m—n|=h(n,m)
n>mn=h(2-m—n+1m)=|m—(2-m—n+1)|=|-m+n-—1

=(—m+n—-1) < (—m+n)=|m—n| =h(n,m)



